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Let I a prime number and K a Galois extension over the field of rational 
numbers, with Galois group G. A conjecture is put forward on I-adic independence 
of algebraic numbers, which generalizes the classical ones of Leopoldt and Gross, 
and asserts that the [-adic rank of a G submodule of K’ depends only on the 
character of its Galois representation. When G is abelian and in some other cases, a 
proof is given of this conjecture by using I-adic transcendence results. fC 1985 
Academic Press. Inc. 
Nous avaqons dans cet article une conjecture g&&ale, contenant celles 
dues a H. W. Leopoldt et 1 B. H. Gross, qui decrit le comportement I-adique 
des sous-modules noetheriens du groupe multiplicatif des elements non nuls 
d’un corps de nombres algtbriques. Plus precisement, now postulons que 
l’injectivite de la restriction d’une certaine application (dtfinie canoni- 
quement i partir du plongement diagonal d’un corps K dans le produit de ses 
completes au-dessus d’un premier donne Z) au Z,[G]-module multiplicatif 
engendre par un nombre fini de nombres algebriques se lit sur le caractere de 
la representation galoisienne associee. 
Reprenant la methode inaugurte par J. Ax pour les unites des corps 
abeliens, nous prouvons cette conjecture a l’aide du thtoreme de 
Baker-Brumer, lorsque le groupe de Galois G est abelien, et, plus 
gentralement, suivant un argument developpe par plusieurs auteurs (M. 
Emsalem, H. H. Kisilevsky et D. B. Wales d’une part, K. Miyake d’autre 
part). lorsque l’algebre de groupe Q,[G] est un produit direct de corps. Un 
resultat recent, du i M. Waldschmidt, permet d’ailleurs d’ameliorer substan- 
tiellement les inegalites donntes dans le cas g&&al par le thkorkme de 
Baker-Brumer, saris etendre malheureusement le domaine de validite de la 
conjecture. 
Le notion-cle de cet article &ant celle de representation monogene, nous 
commencons par tnoncer les principaux resultats sur les representations que 
nous utilisons: 
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1. REPRESENTATIONS MONOGI~NES 
Soient L un corps de caractbistique nulle et L [G] = @YE, L 1 G] e, la 
decomposition semi-simple de l’algebre sur L d’un groupe fini G (les 
elements ei &ant un systeme complet d’idempotents centraux de L [Cl). 
Chacune des algebres simples A i = L [G] ei s’ecrit comme somme directe 
d’ideaux a gauche minimaux tous isomorphes: 
Ai= & L[G] eij, 
j=l 
Oh les (eij)j=,,...,ni sont un systcme complet d’idempotents primitifs (non 
centraux si ni > 1) au-dessus de ej. 
Le caractere regulier de L [ G] se decompose alors comme somme: 
X reg = $, niXi 
des caractkes irreductibles xi attaches aux modules indicomposables 
Vij=L[G] eij. 
Considerons maintenant un L [ G]-module noethirien M, et ecrivons x&, = 
xi”=, mixi la decomposition ireductible du caractbe associe. Si N= L[G] . x 
est un sous-module monogcne de M, le caractere xN qui lui correspond est 
contenu a la fois dans x,,, (puisque N est contenu dans 44) et dans xreg 
(puisque N s’identifie a une quotient de L [G]). Autrement dit, nous avons 
simultanement 
xN<xM et XN ,< Xx, 3 
ce que nous pouvons encore icrire: 
en convenant de noter x,,, A xreg = Cy=, min(m,, ni}xi le plus grand 
caractere contenu dans x,+, comme dans x,~,. Nous allons voir que cette 
derniere intgalite caracterise les sous-modules monogenes de M. 
THI~OR~ME 1. Pour qu’un L [G]-module noethbrien soit monogdne, il faut 
et il suffit que son car-act&e soit contenu dans le caractsre rkgulier. 
Dbnonstration. Soit, en effet, un L [G]-module noetherien N dont le 
caractke xN = x1=, rixi est contenu dans le caractere regulier (ce qui s’tcrit 
ri < n,, Vi = l,..., n). Le decomposition de x,,, se traduit par un isomorphisme 
(a de N sur la somme directe: 
N’Y ($ & Vii. 
j=l j=l 
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Posons alors xij = cp - ‘(eij), puis x = Cy= r CTi r xij ; et considtrons le L [G]- 
module engendre par x. Nous obtenons saris peine (compte tenu de 
l’orthogonalite des idempotents cij) la decomposition: 
L[G] .x= 6 G L[G] .xij= 6 & V,. 
i=* j=l i=l j=l 
Et L [ G) . x, sous-module de N de m2me caractere, ne peut etre que A’. 
COROLLAIRE. Dans un L[G]-module noethkrien M, les sous-modules 
monoggnes maximaux sont ceux de caract&e x,,, A xreg ; en particulier, ils 
sont tous isomorphes. 
Dkmonstration. D’apres ce qui precede, il s’agit de verifier que les sous- 
modules monogenes de caractere maximal sont exactement les sous-modules 
monogenes maximaux. Or, d’un cot& tout sous-module de caractke X~ A xreg 
est monogene maximal, puisqu’il est monogtne d’apres le theoreme, mais 
qu’aucun sous-module strictement plus grand ne peut l’etre; et, d’un autre 
cot&, si N est un sous-module de caractere x,,, < (xu A xreg), et xi un facteur 
irreductible de (‘Jo A xreg) - xN, le quotient M/iV contient un sous-module de 
caractere xi, dont l’image reciproque dans M est un sous-module contenant 
strictement N, de caractere xN + Xi < 01, A xreg), done monogene. 
2. GBNBRALISATION DE LA CONJECTURE DE LEOPOLDT 
Soient K une extension galoisienne finie du coprs des rationnels, G son 
groupe de Galois, et 1 un premier donne. Pour chaque place I de K au-dessus 
de 1, introduisons le groupe U, des unites principales du complete I-adique de 
K, puis le groupe P(K) = n,,, U, des unites semilocales de K, equipe de sa 
filtration canonique Z’,,,(K) = n,,, (1 + Im), pour m E N *. 
Le sous-groupe multiplicatif K’ des elements de K” qui sont &rangers a 1 
s’envoie diagonalement dans P(K), par action des caracteres de Teichmuller 
0, : 
et cette application, qui est continue pour la topologie l-adique, se prolonge 
de facon unique en un Z,-morphisme o du tensorise .X’ = Z, Oz K’ dans 
Z!(K). La conjecture de Leopoldt aftirme l’injectivite de la restriction dE de il 
au tensorise B(K) = Z, Ok* E(K) du groupe des unites de K. Mais, bien 
entendu, l’application (I elle-mtme n’est jamais injective (ne serait-ce que 
parce que le groupe .X’ n’est pas de type tini), et son noyau 
.TYm = nmeN* 4 -‘(Z&(K)), qui joue un role important dans les questions de 
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l-ramification, est ce que now appelons dans [6] le l-groupe des elements 
infinitesimaux de K. Le probleme se pose done de caracteriser les sous- 
groupes de type tini M de K’, pour lesquels la restriction db1 de 6 au 
tensorise H = Z, ag M est injective. Risquons une conjecture: 
Conjecture. fitant donne un sous-groupe M du groupe multiplicatif K’, 
de type lini et stable pour l’action de G, l’application naturelle G,+~ du 
tensorise J? = Z, BP M dans le groupe des unites semi-locales g(K) est 
injective si et seulement si le Q[ G]-module Q On M est monogene. 
11 est facile de voir que la condition donnee est necessaire: Designons par 
xw le caractere du Q[G]-module Q aa M. Si l’applicaton d,w est injective, le 
caractere rr kMu) du a,[ G]-module image Q, OH, 4 (~ H) n’est autre que x,$, ; de 
sorte que Q OnM est Q[G]-monogene d’apres le theoreme 1, puisque 
Q, oHI Z?(K) est la representation regulihe de Q,[G]. 
Le conjecture enoncie postule done que cette condition est igalement 
suffkante. Avant de la discuter, tirons-en immediatement une consequence: 
TH~OR~ME 2. Soient M un sous G-module multiplicatif du groupe K’ 
des t!lt!ments de K” &rangers a 1, et xH le caractere du Q[G]-module 
Q Oz M. Alors, sous la conjecture precedente, le caractere du Q,[G]-module 
Q, OI, O( 8) est le plus grand caractere contenu a la fois dans X~ et dans 
X reg :
x o( X) = x&l A Xreg .
Demonstration. Nous avons tvidemment x3, Al < x,,,, et x,( &, < xre, 
(puisque d(J) est contenu dans p(K)). Reciproquement, le corollaire au 
theoreme 1 now donne x~, x) > x&, A xreg puisque, si 15 est un sous-module 
monogene maximal de Q aa M, et x E M un genirateur de B, la restriction 
de 4 a ~~~~~~ est injective d’apres la conjecture. 
3. DISCUSSION DE LA CONJECTURE 
PROPOSITION 1. La conjecture precedente est vraie, sous la conjecture de 
Schanuel I-adique. 
Rappelons que, sous sa forme faible, la conjecture de Schanuel I-adique 
postule que les logarithmes I-adiques de nombres algebriques Q- 
multiplicativement independants et e’trangers a 1 sont Q-algebriquement 
independants. 
Pour etablir la proposition, nous nous appuierons sur le lemme: 
LEMME. Tout sous L[G]-module de type fini M de K’, dont le Q[G]- 
module associe’ Q On M est monogene, est contenu dans un SOUS G-module N, 
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dont le Q[G]-module associe’ Q@ N est isomorphe d Q[G] et contient 
Q Or M comme facteur direct. 
Demonstration. Puisque A4 est de type fini, nous pouvons trouver un 
nombre premier p, &ranger Q tous les elements de M, qui se decompose 
completement dans l’extension galoisienne K/O. Notons x un generateur 
d’une puissance principale d’un quelconque des premiers p de K au-dessus de 
p. Cela Ctant, le sous-module x’[“, engendre par les conjugues de x, est 
isomorphe a Z [G] (puisque G ophe lidelement sur les places au-dessus de p) 
et lineairement disjoint de M (puisque p est Ctranger a tous les elements de 
M). Considerons le Q[ G]-module P= Q BE (M @ ~“1”) engendre par A4 et 
x: 11 contient la representation reguliere; et le corollaire au thloreme 1 nous 
assure que les sow-modules monogenes maximaux de p sont isomorphes a 
Q[G]. Choisissons en un fl, qui contienne M; le sous-groupe 
N = N n (M @ ~‘1’~) convient. 
Demonstration de la proposition. D’apres le lemme, nous pouvons nous 
restreindre au cas ou A4 est un sous G-module de K’, dont le Q[G]-module 
associe est isomorphe i Q[G]. Notons x E A4 un gintrateur de Q @rM; 
designons par Log, le logarithme I-adique de g(K) dans g(K) = @,,, K,; et 
considerons le determinant /Log, ~~~~~~~~~~~~~~~~~ Vest un polynome en les 
logarithmes I-adiques des conjugues de x, qui n’est pas identiquement nul. 
Les conjuguis de x &ant des nombres algebriques Q-multiplicativement 
independants, la conjecture de Schanuel nous dit done qu’il est non nul, c’est- 
a-dire que la restriction de 4 a A est injective. 
THBOR~ME 3. Pour tout sous G-module noethe’rien A4 de K’, le caractere 
du Q, [ G]-module Q, 0 z, 0 (A) contient chaque caractere I-adique irreductible 
y represents’ dans xu; ce qui s’ecrit: 
En particulier, le conjecture prececente es& vraie des que G est abklien et, 
plus generalement, des que l’algebre Q,[G] est un produit direct de corps. 
Demonstration. Pour chaque caractere irreductible x represent6 dans xMM, 
nous prouvons trouver un x dans M engendrant un Q[G]-module irreductible 
de caractere x. 
- Si x est irrtductible sur Q,, le Q[G]-module engendre par d(x) (qui est 
non nul, puisque la restriction de a 1 K’ est injective aux racines de l’unite 
pres) est irreductible de caractere x; et il n’y a rien a dimontrer. 
- Sinon, x s’ecrit comme somme de caractkes w, irreductibles sur Q,, a 
valeurs dans une extension cyclotomique de Q. Faisons choix d’une base 
wL? du Q-espace x otG1 form&e de conjugues de x. Si l’un des caracteres ,
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au-dessus de x, disons v/, n’etait pas representi dans le Q,[ G l-module 
Q, Or, a(M), nous aurions simultanement 
X’OEGok-‘b f 1 
dans A mais 
4x1 zOEGu(u-‘)a - 1 - 
dans d(A), d’oti, en prenant le logarithme, CoeG ~(a-‘) Log, 6(x0) = 0 darts 
V(K), puis, en exprimant les conjuguls de x en fonction des seuls (xO)~~~, 
une relation de dependance lineaire non triviale, a coefiicients algebriques, 
entre les logarithmes des (x~)~~~, contrairement au thtoreme de 
Baker-Brumer. 
La conjecture est ainsi ttablie dans tout les cas oti les caractkes irreduc- 
tibles sont represent& une fois et une settle dans le caractire regulier, c’est-a- 
dire (cf. [7, Proposition 31) lorsque l’algibre de groupe Q,[G] est un produit 
direct de corps. 
SCOLIE. Si le Q[G]-module QOzM est monogtke, tout car-act&e 
rationnel, non dtkompose’ SW Q,, et reprbente’ m fois dans xM, l’est au moins 
m/2 fois dans dhM). De plus, on a I’inkgalite’: 
Dkmonstration. Soient, en effet, x un tel caractere, et x dans M engen- 
drant un sous-module x-isotypique maximal dans Q OEM. Par un theoreme 
de Waldschmidt (cf. [8]) 1 es rangs respectifs des matrices associles aux 
logarithmes I-adique et complexes des conjugues de x, sont lies par l’identite: 
rg[Log, 4-4 (o,r)EGXG > frdLogXuTl(~,T)EGXG~ 
d’ou le premier resultat. 
Le second s’obtient de meme, en appliquant le theoreme de Waldschmidt a 
un generateur y de Q OHM. 
4. G~N~RALISATION DE LA CONJECTURE DE GROSS 
Pour chaque place I de K au-dessus de 1, notons II~ une uniformisante du 
complete I-adique K, de K, puis pu, le sous-groupe des racines de l’unite 
d’ordre etranger a 1 qui sont contenues dans K,. Le groupe multiplicatif de K, 
admet alors la decomposition directe: 
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Pour obtenir un Z,-module, introduisons la limite projective: 
~=&lK;/K~‘“Yr~‘. u,; 
m 
puis formons la somme directe: 
3=@X,- @ 7rfl @P(K). 
Ill i 1 Ill 
L’application 4 dtfinie dans la Section 2 se prolonge canoniquement en 
une application (que nous continuons par abus g noter 0) du tensorist! 
X = h, Oz K” du groupe multiplicatif de K dans le compl& profini 2. 
(Par un argument de continuitt, 4 est dkfinie par la donnke de l’image cl(x) 
d’un ClCment g6nCrique x de K: 
4(x) = ((7p”‘),,,, (x/~y”x’/w,(x/71;“(x)))III). 
Par passage au quotient, l’application d obtenue identifie le quotient 
.X/F’ A un sous-module d’indice tini dans la somme directe 
Gtlr $=5?/2V(K), de sorte que son noyau est toujours le groupe jv, des 
klkments inlinitksimaux, introduit plus haut. 
D’un autre c&5., le prolongement i A? du logarithme l-adique n’est plus 
injectif aux racines de l’unitt prt% (comme sa restriction A Z?(K)), mais son 
noyau est engendrt par les racines de l’unitk contenues dans P(K) et la trace 
dans A? du Q-module engendrk par les images de 1 dans chacun des facteurs 
3,. 
Considkrons l’application compode t = Log, 0 4 de YF dans la somme 
directe F(K) = @,,, K, des complCt&s de K au-dessus de 1. La conjecture de 
Gross afflrme l’injectivitk de la restriction de t 1 la composante imaginaire 
du tensorisk a’(K) = Z, OzE’(K) du groupe des Z-unit& de K, lorsque K est 
une extension totalement imaginaire d’un corps totalement rkel. Ici encore le 
probkme se pose de caractkriser ceux M des sous-groupes de type fini de KX, 
pour lesquels la restriction t, de t au tensorisk .H = L, Oh M est injective. 
Gkntralisant la conjecture inoncCe plus haut, posons: 
Conjecture. &ant don& un sous-groupe M du groupe multiplicatif K”, 
de type fini et stable pour l’action de G, le noyau de l’application naturelle 
t, = Log, 0 d,$# du tensorisk .M = Z, oh A4 dans l’algkbre semi-locale g(K) 
se rkduit aux racines de l’unitt contenues dans -X si et seulement si le B[G]- 
module Q Oz A4 est monogkne et ne contient pas 1. 
Nous obtenons en particulier : 
THBOR~ME 4. Soient M un sous G-module multiplicatif du groupe K”, et 
X~ le carache du Q![G]-module Q@,M. Alors, sous la conjecture 
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precedente, le car-act&e du Qn,[G]-module Q, @,,t(.A) est donne par la 
formule: 
XtW, = XM A xreg 3 si M ne contient pas de puissance de 1. 
xttl)=tiM- ‘)*xre~, dans le cas contraire. 
Demonstration. Supposons d’abord qu’aucune puissance de 1 ne soit 
contenue dans M. Puisque F(K) est la representation reguliere de Q,[G], 
, ., 
nous avons l’inegalite xtcUx, < xM A xreg . Pour etablir l’inegalite inverse, 
faisons choix d’un x dans h4 engendrant un sous-module monogene maximal 
de QOeM, et posons N=xatG1. Quitte a remplacer x par une de ses 
puissances, nous pouvons supposer que N ne contient pas d’autre racine de 
l’unite que 1, et la conjecture nous dit alors que tN est un isomorphisme de 
(4 ^  = Z, Oh N sur tN(. +‘“). 11 suit xtc &, > xtc, /, = x,,v = xM A xreg, comme 
attendu. 
Enfin, si M rencontre non trivialement le sous-groupe multiplicatif de K” 
engendre par 1, nous pouvons trouver, par un argument de semi-simpliciti, 
un nature1 n et un sous G-module N de M tels que le produit I”“. N soit 
direct et d’indice lini dans M. I1 vient alors xtc x) = xt(,+) = xN A xreg = 
01/b- l)AXre&!r ce qui acheve la demonstration. 
Bien entendu, les memes considerations que celles developpees dans la 
section precedente s’appliquent mutatis mutandis a la forme plus gtnerale de 
la conjecture, donnee ci-dessus. Enoncons saris demonstration l’analogue du 
theoreme 3: 
TH~OR~ME 5. Pour tout sous G-module noethe’rien M de K”, le caractire 
du Q,[G]-module Q, Or, k(A) contient chaque caractere I-adique irreductible 
ty represents’ dans xM, sauf peut-Are le caractere unite, En particulier, La 
conjecture generalisee est vraie des que G est abelien, et, plus precisement, 
des que Palgdbre de Q,[G] est un produit direct de corps. 
5. APPLICATION ALJX GROUPES DE S-UNITES 
Les sous-groupes de type lini de K” les plus interessants du point de vue 
de l’arithmetique sont naturellement les groupes de s-unites. Rappelons que si 
.Y designe un ensemble fini de places de Q, contenant la place a l’infini, et 5 
l’ensemble des places de K au-dessus de 9, les e-unites sont les elements 
inversibles de l’anneau c”, des s-entiers de K: 
Leur caractke x5 est bien connu depuis Herbrand (au moins pour les unites): 
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PROPOSITION 2. Pour chaque place p de Q, designons par x, l’induit a G 
du caractere de la representation unite du sowgroupe de decomposition D, 
de rune quelconque des places de K au-dessus de p. Le caracdre du Q[G]- 
module Q Oz ES associe’ aux s-unites est alors don&par la formule: 
x5= c xp- 1. 
PCs Y 
Demonstration. Les cas des unites, oti Y se reduit a la place a l’infini, 
constitue le theoreme de Herbrand (cf. [5]). La proposition s’en deduit 
facilement par recurrence, puisque, si 9” est reunion de .4c et d’une place p, 
le quotient E”/E’ s’identifie au sous-groupe principal du groupe I, des ideaux 
de K engendre par les places au-dessus de p; d’ou l’isomorphisme: 
Q On (E”/E”) N Q oh Z, ‘v Q[GID,], 
puisque G opere transitivement sur les places de K au-dessus de p. 
Introduisons maintenant le tensorise 8’ = Zr @z E’. Les resultats des deux 
sections precedentes nous donnent immediatement: 
PROPOSITION 3. Sous la conjecture e’noncee plus haut, le caractere du 
module image t(F) est don&par la formule: 
X;=XSAxXleg, si 166.9’; 
xl= w- 1) Axreg, si lE.7. 
COROLLAIRE. Si 9 ne contient pas 1, le caractere du groupe des wnites 
infinitesimales est don&, sous la conjecture enoncee plus haut, par la 
formule: 
x’, = xs - 01’ A x,,,). 
Notons que ce dernier corollaire et la proposition precedente valent, 
independamment de toute conjecture, dans deux cas particuliers importants: 
(a) Si les sous-groupes de decomposition des places de 5 sont 
distingues, et a quotient abtlien: Dans ce cas, les caracteres irreductibles 
reprisentes dans x’ le sont une fois dans le caractere regulier, et le theoreme 3 
permet de conclure. 
(b) Si l’ensemble 9 est assez grand: Soit, en effet, u E g(K) une unite 
semi-locale engendrant un .Z,[G]-module 22’ d’indice fini dans M(K); 
choisissons m assez grand pour avoir pm(K) c FZYfr, et invoquons le thtoreme 
d’approximation simultanee pour construire un x de K’ qui virifie la 
congruence s(x) E u(mod pm(K)). Le lemme de Nakayama nous montre 
alors que les conjugues de s(x) engendrent le Z,-module P’, i.e., que la 
158 JEAN-FRANCOIS JAULENT 
restriction de pi au L,[G]-module engendre par x dans .~T’ est presque 
surjective. En particulier, il suit immediatement 301’) = xreg, des que s 
contient les places divisant x. 
Donnons pour conclure deux exemples, illustrant les limites des resultats 
de la Section 3. 
(a) Si G est le groupe quaternionnien H, , l’algebre (CI![G ] N 
Q 0 cr31@ C4 @ Q @ IH est composee de quatre exemplaires de Q, et d’un du 
corps des quaternions sur Q. Si I vaut 2, le facteur simple Q, a0 IH est le 
corps des quaternions sur Q, ; l’algebre ia, [ G] est un produit direct de corps, 
et la conjecture est vraie en vertu du theoreme 3. Dans tous les autres cas, le 
produit tensoriel Q, @o IH est isomorphe a M2(C$); le caractere p 
correspondant a IH se ramitie sur Q,, * et, si M est un sous-module de K' de 
caractbre regulier x,,, = 1 +x, +x1 +x3 + p, le theoreme 3 donne seulement 
d(&,) > 1 +x1 + xz + x3 + rc, oii rr = $I est le caractere absolument irreduc- 
tible au-dessus de p, 
(b) Si G est le groupe metacyclique M,,, la decomposition semi- 
simple de l’algebre Q[G] s’ecrit: Q[Q] N 010 Cra[&?] @ M3(CA[fl]), de 
sorte que l’ecriture irreductible xreg = 1 +x + 3p du caractere regulier fait 
intervenir un caractere x de degre 2 (qui se decompose sur Q,, lorsque (-3) 
est un carre dans a,) et un caractere p de degre 6. Si (-7) n’est pas un carre 
dans Q,, ce dernier est irreductible sur Q, ; et si A4 est un sous-module de K' 
de caractere rigulier, le thioreme 3 donne akw) > 1 + x + p, et le resultat de 
Waldschmidt dk,,) > 1 + x + 2~. Dans le cas contraire, p se decompose 
comme somme de deux caractbres de degrt 3; le theoreme 3 donne toujours 
&,,) > 1 + x + p, et le resultat de Waldschmidt affirme alors que l’inegalite 
est stricte, mais ne precise pas celui des caracteres au-dessus de p qui figure 
au moins deux fois dans 3(x,,,). 
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